FIUBA. Anélisis Matematico II. [Fernando Acero ¢a] Una resolucién de la evaluacion parcial del sdbado 13 de octubre de 2012

Ejercicio 1. Para el campo escalar f:Dy R?2 > R tal que f(x,y) = /6x —x%2 —y2In(|x| — |y|]) se pide determinar su
dominio Dy, graficarlo y expresarlo en coordenadas polares.

Se tiene que D= {(x, y) € R?: |x| — |y| >0, 6x —x" —y> >0} ={(x, y) € RZ |x| >|y], (x—
3)2+y2£ 9}, lo que en coordenadas polares (r, 6) (tomando la determinacion del
argumento 6 € (—x, ] equivale a Dy={(r, 8): 0 < r <6 cos(0), —n/4 <0 < /4}.

&~ Este ejercicio se tornaria mas dificil si preguntara por aquella region en que el
campo mantiene signo constante (por ejemplo, negativo); ése atreve a hacerlo?

Ejercicio 2. Sea f: R? - IR un campo escalar C'(R%) y el campo escalar h: R2 — R tal
que h(u, v) & f (—3u+3v, u’ + v°). Si la ecuacién del plano tangente a la grafica de fen
el punto A= (0, 2, f(0, 2)) es 4x + 2y + 2z = 0, hallar todas las direcciones para las cuales
la derivada direccional de h en Py = (1, 1) es nula.

El campo escalar h = fo g es la composicién de f:R? > R con g: RZ - R2 tal que g(u, v) & (—3u+3v, u” + v°), y siendo g de
clase C*(R%) (dado que sus componentes son funciones polinémicas) y f de clase C'(R?) (por hipotesis), resulta que h es C'(R?),
de modo que se aplica la regla de la cadena y entonces Jj, (Po) = J¢ ( E(Po))l 2 (Po) y como é(Po) = (0, 2), la anterior expresién queda
Jh(1,1) =) (0, 2) J g (1, 1)). De la ecuacion del plano tangente a la gréfica de f en A (esto es z = — 2 x — y) resulta inmediato que

J{0,2) = (-2 —1),y como J 5 (u, v) = (;3 23v),1 (1,1)= (_23 3) de modo que J, (1, 1) =J;(0,2)J 5 (1, 1)) = (4 —8), o en la

notacion vectorial Vh(P,) = (4, —8). Dado que h es diferenciable en P, (pues es Cl([RZ) y por lo tanto diferenciable en R’ en
particular en Py), la derivada direccional viene dada por Dy, (Po, ¥) = Vh(Po) - U, de donde es nula en cualquier direccion ortogo_nal

al vector Vh(Py), lo que sucede segin los versores ¥ = ig(Z, 1). Voo

Ejercicio 3. Sea S, la superficie definida por la ecuacion x> — 2X + 2y -22=0 y S, la superficie parametrizada por eI campo
vectorial X: R? - R3 tal que X(u, v) = (2 cos(u) sin(v), 2 sin(u) sin(v), V2 cos(v)) con ue (0, 2x), ve(0, n); probar que S; y S, se
intersecan ortogonalmente en el punto Py=(1, 1, 1).

La superficie S; es el conjunto de nivel k; = 0 del campo escalar f;: R3—>R tal que fi(x, y, z) £ x" — 2x + 2y2 -7, mientras que la
superficie S, que tiene por ecuacién (verificarlo, basta efectuar Ia operacion con Ias componentes de X)x* + y +27%=4esel
conjunto de nivel k, = 4 del campo escalar f,: R3>R tal que fz(ﬁy, 7) %+ y +27° , Yy es claro que Py €S, pues satisface f(Po) =
0, y que Py € S, pues es Py = X (%m, ¥%n). Como tanto f, como f, son diferenciables en P, (son mucho mds, ambas son de clase
C*(RY), la ortogonalidad de S, y S, en Py se reduce a verificar que Vf1 (Po) - sz (Pg) = 0. Pero como _Vf;l (%, y, 2) = (2x=2, 4y, —2z2)
mientras que sz (x,y,2) = (2%, 2y, 4z2), es Vfl(PO) sz(PO) (0,4,-2)-(2,2,4)=0.

& Tal vez ayude afiadir a la resolucion anterior alguna reflexion
acerca de los objetos geométricos que es intersecan: S; es un
hiperboloide de una hoja [lo que se ve rescribiendo la ecuacién
como (x—1)> + 2y2 -z =1] con eje de simetria vertical pasando por
el punto (1, 0, 0) y la elipse de garganta de ecuacién (x=1)* + 2y2 =
1,z =0; S, es un elipsoide de revolucion entrado en el origen de
semiejes a = b = 2, c = V2. En la figura se observan las dos
superficies y se ha sefalizado en amarillo el punto P, donde puede
visualizarse la ortogonalidad. Un ejercicio algo mas dificil que el
planteado podria indagar por todos los puntos de la interseccion
entre ambas superficies para los cuales se da la condiciéon de
perpendicularidad, que se deja propuesto. R

Ejercicio 4. El punto Py= (Xo, Yo, Zo) = (2, 1, —1) satisface la ecuacion
ze”t+ xy2 +2z=0. (a) Probar que la ecuacién define implicitamente el campo escalar z =g(x, y) en un entorno de A, = (2, 1), con z,
= g(Ap); (b) Sea C es la curva interseccion entre el grafico de g y el plano de ecuacién x = 2: determinar la ecuacion de la recta
tangente a C.
Definiendo el campo escalar de clase C*(R’) dado porf: R’ > R tal que fix,y,2)=ze*" '+ xy* + z se observa que f(Py) = 0, y
siendo fi(x, y, z) = yz, %y, z) = 2xy, fi(x, v, z) = (z+1) e’ s+ 1, es fi(Po) = 1, fy(Po) = 4, f,(Po) =1+ 0, de modo que, por el teorema
de la funcidn implicita, efectivamente existe un (Unico) campo escalar g definido en un entorno del punto A, = (2, 1), esto es g:
E(A))= R* = R tal que z = g(x, y) es C*(R?), y para todo punto de ese entorno de A, satisface f (x, y, g(x, y)) = 0, g(A) = —1 [y sus
dos derivadas parciales en Aq se calculan como g4(Ao) = — fx(Po) / fu(Po) = — 1, gy(Ao) = — f,(Po) / fo(Po) = —4]. Para la recta tangente
basta pensar su ecuacion como z = z, + gy(Ao) (y—Yo), X =2, esto es: z= —1 — 4(y—1), x = 2, o escrito de otra manera: x=2, 4y +z = 3.
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Observacion: también puede pensarse la recta tangente como interseccion del conjunto de nivel 0 de f con el conjunto de nivel 2
de h: R®> - R tal que h(x, y, z) = x, siendo entonces un vector que la dirige v = Vf(Po) x Vh(Po) = (1, 4, 1) x (1, 0, 0) = (0, 1, -4),
siendo entonces la ecuacion (ahora vectorial) de larecta X=Pg+A v=(2,1,-1) +A (0, 1, —4) con LeR.

Ejercicio 5. Seaf: R*- R un campo escalar de clase C3(IR2) cuyo polinomio de Taylor de segundo orden en el punto Py = (2, 1) es
p(x, y) = B+ oax + ay + 8xy + 2x° —6y2. Hallar los escalares reales a, 3 si el conjunto de nivel 0 de f es Co(f) = {(x, y)e R2: X —y2 =3}
En primer lugar se observa que PyeCy(f) [pues 2°-1=3] y que Vf(Po) = (px(Po), py(Po)) [pues p y f tienen en comun sus derivadas
parciales hasta el segundo orden en Po]; como py(x, y) = o + 8y + 4x, p,(X, y) = a + 8x — 12y, queda _Vf(Po) = (a+16, a+4). Como,
por otra parte, el campo escalar w: R’ > R de clase C*(R?) dado por w(x, y) = X —y2 tiene un conjunto de nivel 3 que es el mismo
que el conjunto de nivel 0 de f, sus respectivos gradiente en P, son proporcionales, de modo que _Vf(Po) =L Vw(Po) = A(4, -2),
de modo que, igualando queda (a+16, a+4) = A(4, —2), de donde resulta oo = —8 [y A = 2, aunque no estamos interesados en este
valor). Para calcular 3, basta tener en cuenta que f(Py) = p(Po) = 0, esto es p(Pg) =3 —24 + 16 + 8 -6 = 0, de donde [3 = 6.

El teorema de la funcién implicita. Entre los muchos conceptos movilizados en esta evaluacidn, se encuentra el del delicado
teorema de la funcidn implicita que puede leerse en cualquiera de los textos de la bibliografia. Se muestran tres fragmentos de
sendos libros de texto. El de la izquierda corresponde a (Pita Ruiz 1995), el segundo a (Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo 1968), el
tercero de (Marsden y Tromba 2003). Los tres fragmentos corresponden a momentos distintos: previos, intermedios y finales.

Teorema 342 (De la Funcién Implicita. Segunda versién). Considere la funcién ~
Fix,, x3 Xy Seap = 1i' £, %,.5) € R*' un punto tal que F(p) = 0 5. Funcién implicita de varias variahles lm!fper_\flknlm De
S | kool QR iy ¢ 1 gl St rivadas, Plano tangente, — o) Planteada Ia ecuacién
Suponga que la funcidn F tiene derivadas parciales el =1 2 ny % continuas enalguna 5
bola B con centro en p y que t£(p) # 0 Entonces F(xy, x; Xa. ¥) ) puede resolverse (67-13] F(z, " £) 2 ’ -
para y en términos de x y definir asf una vecindad V (de R") del punto (1, §; f,). una o dirk que define una funcién g:nnf:nrnm_ 2 f(:..y) de dos
n f(xy, x3. t.) la cual tiene derivadas parciales continuas en V que se pueden variables independientes en un clerto recinto R, s e €, se
lcular con las férmulas verifica idénticamente en (2, )
[67-14) Flz v f(z,¥)] 0.
“fu , X2 B Aun cusndo un punto (2 ¥e %) verifigue la ccux&Qn
JP X X,) = : i (x:. X eV v [67-18), es decir, sea F(Ze ¥e %0) ~ 0, eato no querrd decir
& F i \ ' (véase ejemplo 1) que exista en el entorno del punto (xe, )
gy -2 una funcién £(z. ¥) que verifique [67-14].

The One-Variable Implicit Function Theorem

In one-variable calculus, we learn the importance of the inversion process. For exam-
ple, x = In y is the inverse of y = ¢*, and x = sin~! y is the inverse of y = sinx. The
inversion process is also important for functions of several variables; for example, the
switch between Cartesian and polar coordinates in the plane involves inverting two
functions of two variables.

Recall from one-variable calculus thatif y = f(x)isa C'! function and S (x0) #0,
then locally near xo we can solve for x to give the inverse function: x = f~'(y). We
learn that ('Y (») = 1/f7(x); that is, dx/dy = 1/(dy/dx). That y = f(x) can be
inverted is plausible because f’(xo) # 0 means that the slope of y = f(x) is nonzero,
so that the graph is rising or falling near x¢. Thus, if we reflect the graph across the line
¥ = x,itis still a graph near (x¢, yo) where yo = f(x¢o). For example, in Figure 3.5.1,
we can invert y = f(x) in the shaded box, so in this range, x = f~!() is defined.

b

Figure 3.5.1 If f’(x¢) # O, then

» = f(x) is invertible
e y = f(x) is locally invertible.

<" near (xo, 3o)
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