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Solicitacion Axil en Régimen Elastico

Ejercicio 1: a) Calcular los esfuerzos axiles de cada barra
b) Corrimiento total del punto A

Datos: y 3m y 3m
P = 100 kN
a = 45°
B = 60°

Al = AZ = 5.10_4 mz

kN
mz

E, = E, =200.10°

Li=L,=y{(Bm)2+(@Bm)2=424m




a) Calcular los esfuerzos normales de cada barra

¢Qué tipo de sistema es? -0
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hiperestaticidad

n, =

Por lo tanto, las ecuaciones de equilibrio son
suficientes para resolver el sistema.




« Resolvemos el sistema isostatico,

Terna DCL

1y

« Ecuaciones de equilibrio

ZFx=—N’l’-sina+P-sinﬁ+N’2’-sina=0 —— NY=N{—-1225kN (1)
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ZFy=N’1’-cosa:—P-cos,B+N’2’-cosa=0 (2)
P _

@) en 2) NP = 96,6 kN

y despejamos Nf = —259 kN




b) Corrimiento total del punto A

 Vamos a calcularlo utilizando el Teorema de los Trabajos Virtuales

n n
Nio - Nigy - L;
) L
=2 C U T LR A
l l

Siendo i = n° de barra

¢, Qué necesitamos para usar TTV?
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Deformacion virtual (DV) — Sistema al que le quiero calcular un
desplazamiento

, Sistema equilibrado (SE) — Sistema que yo genero de forma
conveniente




» Como le quiero calcular el desplazamiento a nuestra estructura,

la deformacion virtual sera la estructura isostatica original

DV

» Calcularemos el corrimiento de A descomponiendo en dos direcciones
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U

De esta manera

n, = desp.vertical de A > _
Ny = desp. horizontal de A Na = \/(Uv) + (1)

Ny Na




« Planteamos un sistema equilibrado para cada corrimiento

Fuerza unitaria positiva en:
- El punto al cual le quiero calcular el desplazamiento

- En la direccion que quiero calcular el desplazamiento

A
A 4

SE, SEp
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Equilibro de SE,,

Nisey = Normal de barra i debida a carga
unitaria en direccion vertical

« Ecuaciones de equilibrio

Z F, = =N -sina + N3V -sina =0 — N3 =N{* (1)
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ZFy=N§e”-cosa—1+N§e”-cosa=0 (2)

(1) en (2) N7™" = 0,707
y despejamos N5V = 0,707

Normales iguales
por simetria
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* Desplazamiento 7,

Con los valores de las normales calculados en el inciso a), y con las normales de los
sistemas SE y DV calculadas previamente, calculamos el desplazamiento n,

SE, DV

N3¢V = 0,707 N3¢¥ = 0,707 N} = 96,6 kN N§ = —25,9 kN

e
_U

_NIND L NENE L

= +
T T TR A, E, - A,

(0,707) - (96,6 kN) - 4,24 m N (0,707) - (—25,9kN) - 4,24 m

Ny =
200-106k—1\2,-5-10_4m2 200-106k—1\2,-5-10_4m2
m m

n,=2,12-10"3m = 2,12 mm
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Equilibro de SE},

N;..r, = Normal de barra i debida a carga
unitaria en direccion horizontal

« Ecuaciones de equilibrio

Zsz_ -sina + 1+ -sina=0 — —
ZFy= -cosa + -cosa =0 (2)
(1) en (2) ; = 0707

y despejamos
= —0,707

— 1,41

(1)
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 Desplazamiento

Con los valores de las normales calculados en el inciso a), y con las normales de los
sistemas SE calculadas previamente, calculamos el desplazamientos

DV

N¥ =96,6 kN Nf = —-25,9kN

_ -N{-Ll_l_ 'le)'Lz
E, - Ay E,-A,

( ) (96,6 kN) - 4,24 m N ( ) (—=259KkN) -4,24m

200-106%-5-10‘47712 200-106%-5-10‘4m2

=3,67-103m = 3,67 mm
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Resulta entonces,

Na =~ (1,)% + (17,)2

Ny = \/(2,12 -mm)? + (

Corrimiento total del
punto A

)2

Na = 4,24 -mm




Método de las Incognitas Estaticas

Teorema de los Trabajos Virtuales

Ejercicio 2: Calcular los esfuerzos normales de cada barra

Datos: / 3m / 3m y
P = 100 kN
a = 45°
B = 60°

Al — AZ — A3 — 5.10_4 m2
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kN
El — Ez — E3 — 200106W

L2=3m

Li=L;=+/(Bm)2+ (B3m)? =424m

13
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¢, Que tipo de sistema es?

=5 Grado de hiperestaticidad = 1 —,  Sistema
Hiperestatico

 Por lo tanto, las ecuaciones de equilibrio no van a ser suficientes

« Usaremos compatibilidad de desplazamientos como ecuacion adicional

¢, Qué condicidon de desplazamiento conocemos?

Los puntos de apoyos fijos tienen desplazamiento = 0

Elegimos el punto B ng =0

Ecuacion de compatibilidad adoptada




« Utilizamos el Método de las incognitas estaticas

X = incognita estatica

1 Liberamos un vinculo
DV, DV,
3
% ﬂ‘ X 1 X
: > > >
=
~§ = +
o
& P
S
S
%

Por superposicion de efectos

|

np =ng + Nk

ng = desp.de B por causa P

ng = desp.de B por causa X
15




« Para calcular el desplazamiento del punto B utilizaremos el

Teorema de los Trabajos Virtuales

n n
Nise ) Nidv' Li
ng(+1) =ZfNSE-£Dde=Z
’ 7 7 Ei- 4y

Siendo i = n° de barra

¢ Qué necesitamos para usar TTV?
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Deformacion virtual (DV) — Sistema al que le quiero calcular un
desplazamiento

Sistema equilibrado (SE) — Sistema que yo genero de forma
conveniente

>

16




_ . Aplicamos una
 Planteamos el sistema equilibrado ———  fyerza unitaria en el

punto elegido

SE

2

>

* Para el calculo por TTV, necesitaremos los valores de las normales correspondientes
a cada sistema (DV,, DV,, SE)
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* Al ser sistemas isostaticos, las ecuaciones de equilibrio son suficientes para despejar
las incognitas

17




Equilibro de DV,

Nip = Normal de barra i debida a carga P

iObservaciéon! N5= 0
La barra 2 no posee un vinculo que pueda
equilibrar esfuerzo axil

* Ecuaciones de equilibrio

ZFx=—Nf-sina+P-sin,8+N’3)-sina=O —— N{ =NY—1225kN (1)
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ZFy=N’1)-cosa—P-cos,8+N’3)-cosa=0 (2)
N¥ =96,6 kN
Men@ e

y despejamos
Nf = —259 kN
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Equilibro de DV,

Nix = Normal de barra i debida a carga X

iObservacion!
N¥ =X

* Ecuaciones de equilibrio

Normales iguales
por simetria

Zsz—N’{-sina+N’3‘-sina=O — N}=N7 (1) ——
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szz 1-cosa+ X+ N3-cosa=0 (2)

Y= _0,707X

(1) en (2) . NXo—x
y despejamos 2

¥ = _0,707X

19



Equilibro de SE

Nise = Normal de barra i debida a carga unitaria

 El procedimiento es similar al caso anterior, resultando:

N3E = —0,707
Ny' =1
N3 = —0,707
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« Con los datos obtenidos, calculamos el desplazamiento de B debido a Py a X
usando TTV

20
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N3E = -0,707 N3E = —0,707 NP = 96,6 kN

Desplazamiento debido a P

SE DV,

NP = —25 9 kN

P

:NiE'Nll)'h+N§E'N§'L2+N§E‘N§'L3
np El .Al EZ ’AZ E3 'A3

_ (=0,707) - (96, 6kN) - 4,24m (1) - (0) - 3m s (—0,707) - (—25,9kN) - 4,24m

_I_
200 - 106k—1\2, +5-107*m? 200 - 106k—]\2’ - 5-107*m? 200 - 106k—]\2,- 5-107*m?
m m m

N, =—2,12-1073m




e Desplazamiento debido a X

SE

_NiE'N)f'L1+N§E'N)zC'L2+N§E'N§'L3
T TR A E, - A Es - As
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~ (~0,707) - (—0,707X) - 4,24m N (1)-(X)-3m N (—0,707) - (—0,707X ) - 4,24m
200 - 106%- 5. 10~4m?2 200 - 106% .5 -10~4m?2 200 - 106% .5-10~4m?2

m

=724-107°X
e = 7,24 - 102X

22




« Por compatibilidad,

ng =0 > Np+N,=0

m
—2,12-103m+ 7,24 -107°X—=0
m KN

X =293kN
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 Por superposicion de efectos, las normales en el hiperestatico
resultan ser la suma de las normales en los isostaticos DV, y DV,

23




Estructura real DV, DV,

D \[; X

s

& +

LL

3 P

S

3

o

S N¥ =96,6 kN N =-0,707 X
T_<

< N% = Ni=X

©

g N3 = —259kN N3 =—0,707 X
O

S

(0))

N, = N{ + N{* =96,6 kN — 0,707 - 29,3 kN = 75,9 kN
N, = Nf + NY¥=0+293kN = 29,3 kN
N; = Nf + N¥ = —259 kN — 0,707 - 29,3 kN = —46,6 kN
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« Resuelto el hiperestatico, si quiero calcular el desplazamiento

horizontal del punto A, como proponen hacer?

SE,,
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Como equilibrio el SE?
El sistema equilibrado tiene que solo estar en equilibrio, no tiene que cumplir con

compatibilidad de deformaciones, y por lo tanto puedo elegir cualquiera de las infinitas
opciones de equilibrio que tiene el hiperestatico.

25
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Ejercicio 3: Para la estructura de la figura, calcular:

a) Esfuerzos y tensiones en

las barras 1y 2.

b) Corrimiento en los puntos AT
A, ByC,
A -
B tp
L L
Datos:
Ay =7 cm? A, = 5cm? Ly=2m L,=2m L=2m
1
AT =10°C P =20kN A= 10"5 —  E =200000MPa =025

°C



¢, Qué podemos saber sin hacer cuentas?

AT
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a) Esfuerzos y tensiones en las barras

Resolucion por MIEY TTV

) 4 Y }‘x v

AT

I
>
)
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1|
>
=]
)=
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+X

DV,

0= npar +nx

+X

+1

DV,
SE

+1

A+1

g

191|0S
e|3 uswifay ua |IXy uoloe)
02NSE 16
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e Desplazamiento debido a las cargas

SE DV,

4+1 A 4 >4|,10 Vv

+1 +1
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n NSE NDV
Ho =ZJNSEanV=dex+JN5E-AT-7\dx

+1)-(—P)-L
NpAT = ( )E(A ) 2+(+1)°AT°7\-L1 =—2-10"*m
T2

30



e Desplazamiento debido a X

SE DV,
A+1
4%
S
ke +l +1 +X +X
L
3
£
3 ] O
4
3
§
S Nx(x) = +
% E ) A1 E b A2
S
Ie
n

 Ecuacion de compatibilidad y superposicion de efectos

0= Npar +7x | > X = 5833 kN

Ny =x =5,833 kN N, =x-P =—-14,167 kN
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a) Esfuerzos y tensiones en las barras

Resolucion por inspeccion

v

AT
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0A
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Proponemos un equilibrio posible:

1Ra
)

N1

AT |+ +
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Resolucion del hiperestatico por inspeccion:

3

2 N2

g AT + Nl +

£

3

5 —

(]

; B +p

S

3

S Ecuacion de equilibrio: _

2 N,-L—N,-L=P-L |:,'> Ny=P+N
7 Momentos respecto de B ! 2 ! ?

Ecuacion de compatibilidad : Sq = AL, = Ny - Ly + AT -~ Ly
Desplazamientos de cada punto E- Ay
Ny - L,
6, = AL, =
C 2 E ‘AZ

34
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Reemplazando los términos:

N;-L —N, - L
04 = —Oc L LA AL =—2 2
E'A1 1 EA2
E'Al L= EAZ
Ly —Nz-L; Np-Lg
AT - A- L. = —
E-A1+ '™ E.-4, E-A
Ly —L; L,
+AT -A-Ly =N —
E'Al 1 Z(E‘Az EAl)
g:jl+AT-A-L1
N, = Ll T = —14,167 kN N, =P+ N, =5833kN
— L 1
E'Az EA]_




a) Corrimientosen A,By C

Ny - Ly
§ 5A=E.A1+AT-7\-L1=O,283mm
z
L
qg: AT 6g = 0mm
o
=
% 5. =N2ble o o0q
= = —0,283 mm
:S ¢ E'Az
g
3 L L
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Método de Williot

Solicitacidon Axil en Régimen Elastico

» Cada barra se alarga un cierto AL y se desplaza perpendicular a su eje. Ya que gira
entorno a un punto fijo y es valida la hipotesis de pequefnos desplazamientos.

« Al estar vinculadas ambas barras deben desplazarse al mismo punto A’. Dicho punto

- sera donde se intersecan ambos desplazamientos.




Ejercicio 5: Resolver el hiperestatico mediante:

a) MIE con Inspeccion ; b) MIE con TTV

Solicitacidon Axil en Régimen Elastico

(1 L]

Reemplazo el vinculo vertical en “D” poniendo en evidencia la reaccion de vinculo “x”.

Al igual que antes requiero dos sistemas de ecuaciones:

1) Ecuaciones de equilibrio

2) Compatibilidad de deformaciones, que en este caso es que el punto “D” no se
desplaza.

38
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Divido al sistema anterior como la suma de dos sistemas, uno con las cargas
y otro con la incognita.

A

av d '5 av d QQ‘

|
+

Ecuacion de compatibilidad 85 +85=0

Tenemos ahora que proceder a calcular esos dos desplazamientos. Para ello
tenemos dos opciones, usar inspeccion o usar el teorema de los trabajos virtuales.



a) Calculo de los desplazamientos utilizando Inspeccion
A

a\—?J d oa a\v d «]
+

NP =2p NP =0

[
=
I
|
\)
=
S
I
=
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O
0
_|_
o
9]

Sistema “x” 0] =6X + ALY = -2 ALT + AL
X 2-Nf*H NJ-H —2x-H x-H x-H
0 = — = —<- +—=5.-——
E-A E-A E-A E-A E-A

Sistema “P §P = 8P = —2ALF

2-Nf-H P-H
65:— =—4-—
E-A E-A

40



Entonces

¢, Que era x?

0211Se|3 UaWIBaY Ud [IXY UQIOB}I0S
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b) Calculo de los desplazamientos utilizando el
Teorema de los Trabajos Virtuales

DV,

NP =2P

DV,

A
X
aL?J d o@‘
= —2x NS =x
1 2

5 =0=6F+67



DV1 bv, aLVJ d .q SE

SE

S

L

:

= P

< \

o N

— NSE NDV i = cte SE . DV,

2| (D-6= EfNSE dnP’ = Zf : l N+ D 6= NN L

= v E-A

3

S

© P P

% Ny -H N, -H 2P.H 0-H
+1).6% = NSF —— 4 NS . =(=2)- + (+1) -
( ) P Al.El 2 AZ E2 ( ) Al'El ( ) Az E2
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d
Ox
DV, DV, A SE
X
SE +1
a\v d oq av} d ‘
N = —2x NS =x o o
(@) e — =
2 1 2 Nim==2 g M=,
\©
"'CJ b C
: -
3
o
3
E (+1) 5 NSE'NDV L
S - E-A
s
O
S N -H N¥ -H (—2x)-H (+x) -H
@ 1).6¢ = NSE. L SE | 2 =(—2)- 1), ——
4H.x H.x A1‘E1:A2'E2=A‘E
5;1: + §d=5 H-x
Ai-Ey Az E, x A-E
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85X+ 85 =0
Entonces

45
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